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¢ Qué son las redes?

Una red neuronal es un conjunto de neuronas que transmiten una sefial de entrada (una
imagen, un namero, un sonido. ..) hacia una sefial de salida.

Las neuronas se organizan en capas; cada neurona de una capa esta conectada a todas las de la
capa siguiente. Cada conexién tiene un peso. Matematicamente es un grafo multipartito
ponderado, y biolégicamente esta inspirado en las conexiones neuronales del cerebro.
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La neurona artificial

Una neurona artificial transforma un vector de entradas en una salida en tres pasos:
@ Cada entrada x; se multiplica por un peso w; (positivo, negativo o nulo)
@ Se suman los productos y se afiade un sesgo b:

zZ=wix1 + woxp + - -+ + wpx, + b.

© Se aplica una funcién de activacion f: y = f(z).

X1
“
w2
X2 y
W3
X3
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La funcidn de activacién mas sencilla: el escalén

La funcién escalén reproduce una decisién binaria:

Hz) = {1 si z >0,

o si z <0.

Con ella, la neurona dispara (sale 1) cuando la suma ponderada es positiva, y permanece muda
(sale 0) en caso contrario.

La idea fundamental: la neurona traza una recta (o un hiperplano) en el espacio de entradas y
separa los puntos segiin en qué lado caen.
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Problema 1.1

Considera una neurona con tres entradas, pesos w; = 0,5, wo = —1, wz = 0,8 y sesgo
b= —0,2, con funcién escalén.

@ ;Cual es la salida con entradas (x1, x2, x3) = (1,1,0)?
@ ;Y con entradas (x1, x2, x3) = (0,0,1)?
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Problema 1.1 — solucién

(a) Entrada (1,1,0):
z=05-14+0-02=—0,7.

H(—0,7) = 0: no dispara.
(b) Entrada (0,0,1):

z=0+0+0,8—0,2=0,6.

H(0,6) = 1: dispara.

La misma neurona con dos entradas distintas: en
(a) los pesos negativo y positivo se compensan y
queda por debajo del umbral; en (b) la tercera
entrada (peso 0,8) basta para superarlo.
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Problema 1.2

Considera una neurona con tres entradas y parametros w; = w, = w3 = 1, b= —1,5, con
funcién escalén. Construye la tabla con la salida y para todas las combinaciones de entradas
binarias (x1, x2,x3) € {0,1}3 y di qué funcién légica esta implementando.
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Problema 1.2 — solucién

z=x3 + xo + x3 — 1,5. Dispara cuando ) x; > 2.

X1 X2 X3 |Y
0 0 0|0
0 0 110
0 1 0|0
1 0 0|0
0 1 1|1
1 0 1|1
1 1 0|1
1 1 1|1

Funcion mayoria: sale 1 si y sélo si al menos dos

entradas valen 1.

X1
I
1
X2 y
hY
X3

b=-15

Como los tres pesos coinciden, la neurona sélo
cuenta cudntas entradas estan activas.
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Disefiar los pesos

La neurona no piensa por si sola: pensamos nosotros eligiendo los pesos. Para ver cémo, vamos
a forzar a una neurona a reproducir la puerta légica AND:

Idea geométrica: en el plano (xi, x2) buscamos una recta wix; + waxa + b = 0 que deje el
punto (1,1) a un lado (semiespacio positivo) y los otros tres al lado contrario.
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Problema 2.1

Encuentra una pareja de pesos wy, wp y un sesgo b tales que una neurona con funcién escalén
implemente la puerta AND. Verifica explicitamente la salida para las cuatro combinaciones
posibles. jEs la solucién anica?
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Problema 2.1 — solucién

Una eleccion sencilla: wy = wp, =1, b= —1,5.
@ (0,0): z=-15=H=0.
e (0,1),(1,0): z=—-0,5= H =0.
o (1,1):z=05=H=1 Vv

No es dinica: cualquier A(1,1,—1,5) con A > 0 vale, y
también cualquier recta que pase entre (1,1) y los otros
tres vértices. )

La recta x1 + xo = 1,5 separa (1,1) del resto.
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Problema 2.2

Encuentra una pareja de pesos wy, wsr y un sesgo b que implementen la puerta légica OR con
activacién escalén:

Verifica la salida para las cuatro entradas. ; C6mo cambia el sesgo al pasar de AND a OR?
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Problema 2.2 — solucién

Una eleccién: w; = wo =1, b= —0,5.
@ (0,0): z=-05=H=0.
e (0,1),(1,0): z=05= H=1.
o (1,1):z=15=H=1. Vv

Manteniendo los pesos, el sesgo sube de —1,5 a —0,5:
la neurona se vuelve mas permisiva (basta una entrada
activa para disparar).

El sesgo desplaza la recta separadora: con
b = —0,5, sélo (0,0) queda al otro lado.
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La sigmoide: una activacion derivable

La funcién escalén funciona, pero no es
derivable. Para que la red pueda aprender
mediante derivadas necesitamos una activacion

suave: la sigmoide,

Propiedades clave:
o o(0)=1.
o Estrictamente creciente.
@ o(z) — 0 cuando z — —o0.
@ 0(z) — 1 cuando z — +o0.

@ Derivable en todo R.

La sigmoide aplasta cualquier namero real al intervalo

(0,1): una probabilidad o una ¢onfianza".
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La derivada elegante de la sigmoide

La derivada de la sigmoide se expresa de manera muy elegante en términos de la propia o

7/(2) = o(2)(1 - 0(2))

Esta férmula es la razén por la que la sigmoide ) /’j_(_zj_
aparece en todas partes: si ya conocemos la salida )
4

y = 0(z), calcular el gradiente es trivial: basta
multiplicar y(1 — y).

También conviene recordar la simetria
o(—z)=1-0(2),

que ahorra muchas cuentas.

i Avel _ 1
Importante: 0/(z) es maxima en z =0 (valor 7) y
cae a cero cuando z es muy grande o muy pequefio.

Esto se llama saturacién.
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Problema 3.1

@ Calcula 0(0), o(1) y o(—1) con tres cifras decimales.

@ Verifica con esos valores la simetria 0(—z) =1 — o(2).
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Problema 3.1 — solucién

e (0) =1/(1+ 1) = 0,500.
o o(l)=1/(1+e1)=1/(1+0,3679) ~ 0,731.
e o(—1)=1/(1+e)=1/3,7183 = 0,269.
Comprobamos la simetria: (1) 4+ o(—1) ~ 0,731 + 0,269 = 1,000. v/
Mas valores atiles para tener en la cabeza: 0(2) =~ 0,881, o(—2) ~ 0,119, o(3) ~ 0,953.
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Problema 3.2

Demuestra la férmula

o'(z) = 0(2)(1 - o(2))

a partir de la definicién o(z) = (1 + e~?)~!. (Pista: aplica la regla de la cadena.)
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Problema 3.2 — solucién

Por la regla de la cadena, derivando (1 + e~?)71,

e—Z

o'(2) = —(1+ e 2) 2 (—e2) = T

Reescribimos:

1 e ?
/
o'(z) = =T = =o(z)- (1—(7(2))7
e’ 1
donde hemos usado —=1- —=1-0(2). O
14 e 2 1467

Ejemplo numérico: en z = 1, ¢/(1) = 0,731 - 0,269 ~ 0,197.
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Medir el error

Para que la red aprenda hace falta cuantificar cuanto se equivoca. Si la red predice y y
queriamos un objetivo ¢, la pérdida cuadratica es

E(y) =3y —9)*

e E > 0 siempre.
@ E = 0 exactamente cuando la red acierta.
o El factor % es cosmeético: hace que la derivada salga limpia.

Cuando hay varios ejemplos (x(¥), 9(K)) la pérdida total es la suma:

Etotal = Z Ek'
k
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Problema 4.1

Una neurona con sigmoide tiene pesos w3 = 1, wp = 0 y sesgo b = —1. La entrada es
(x1,x2) = (1,0) y el objetivo es y = 1. Calcula la salida y y la pérdida E.
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Problema 4.1 — solucién

z=1-140-0+(-1)=0.
y =0(0) =0,5.
E=1(05-1)>=1.025=0,125.
La neurona esta justo en el centro de la sigmoide:

méaxima incertidumbre. Como queriamos y = 1, hay que
empujarla hacia arriba.

X1:1
I

Eo)y—>
Q
b=-1

X2:0

y=1 y=05 E=0,125.
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Problema 4.2

Una neurona sigmoide tiene los pesos de la puerta AND: wy = wy =1, b= —1.5. Calcula la
salida y y la pérdida E para los siguientes pares entrada-objetivo:

@ Entrada (1,1), objetivo y = 1.
@ Entrada (0,0), objetivo y = 0.

i Es perfecta la imitacién de AND con sigmoide?
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Problema 4.2 — solucién

Caso (1):
[Solucion [N
(1) (1,1), y=1 s
y
z=05, y = 0(0,5) ~ 0,622, E ~ 0,071. 3 @
x =1
(2) (0,0), y =0: T
b=-15
z=-15, y=~ 0,182, E ~0,017.
Caso (2):
La sigmoide no reproduce AND exactamente: queda x1 =0
E > 0 aunque la red esté del lado correcto. Es el precio a !
pagar por tener una activacién derivable. | \ @ y
x =0
b=-15
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Descenso del gradiente: bajar la colina

Imagen mental: |a pérdida E es una colina en el
espacio de los pesos. Queremos llegar al fondo.

La derivada parcial 0E /Ow; es la pendiente local en

la direccién de w;. Para bajar, nos movemos al revés.

Regla de actualizacidn:

OE

Wi — W;—naw
1

n > 0 es la tasa de aprendizaje (tamafio del paso).

Demasiado grande: nos pasamos. Demasiado
pequefia: tardamos eternamente.

inicio

minimo

Bajamos la colina paso a paso.
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La tasa de aprendizaje n: dos valles

La pérdida puede tener varios minimos. El tamafio del paso 1 decide a cual llegamos.

Consideremos una colina con dos valles (uno mas profundo) y un punto de partida cerca del
valle alto:

1 pequefia n mediana n grande, luego pequeiia

inicio

Cae al valle mas cercano: queda

Salta al simétrico dentro del mismo
atrapado en un minimo local.

lle: oscila sin bai Salta sobre la barrera, baja ny
valle: oscila sin bajar. desciende al valle profundo.

Leccion practica: en todo entrenamiento moderno se empieza con 7 relativamente grande

para explorar el paisaje y se reduce gradualmente para afinar. Esta receta se llama learning rate
decay.
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Repartir el error entre los pesos

Cuando la red se equivoca, ja qué peso hay que culpar? Y, sobre todo, jcuanto debe cambiar
cada uno?

Metafora: un equipo toma una decisién por mayoria ponderada. Si la decisién es mala, el
responsable es quien mas influyo.

Para una neurona sigmoide, el reparto se hace en tres factores:

OE X

— =W-9)-yl-y) x

ow; L L~
error sensibilidad  influencia
global eo ocal

@ Error global (y — §): lo mismo para todos los pesos. Cuanto mas se equivoca la red, mas cambian
todos.

@ Sensibilidad y(1 — y): cuanto se transmite el error a través de la sigmoide. Si la neurona esta
saturada (y ~ 0 o y & 1), apenas cambia nada.

@ Influencia local x;: cuanto contribuyé este peso al resultado. Si x; = 0, el peso no se toca.
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Repartir el error: ejemplo numérico

Cuatro neuronas idénticas (sigmoide), todas con error (y — y) = —0,5, pero distintos z y
distintas entradas:
caso | z |y |y(l—y)| x| OE /ow,
A | 0 | 0500 0250 | 1| —0500-0250-1= 0,125
B 0 | 0,500 0,250 0 | —0,500-0,250-0= 0,000
C 310953 | 0,045 | 1 | —0,500-0,045-1~ —0,023
D | —=3]0047| 0045 | 1 | —0500-0,045-1~ —0,023

@ En A, los tres factores tiran al maximo = paso grande.
@ En B, x; = 0 anula todo el aprendizaje en ese peso.
@ En Cy D, la sigmoide saturada ahoga el aprendizaje aunque haya error.

Esta es la leccion clave: el aprendizaje se reparte por las tres puertas a la vez, y cualquiera de ellas
puede bloquearlo.
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Las férmulas para una neurona sigmoide

Recogiendo lo anterior, los gradientes son:

SN x| |- -y

Observa: el sesgo b se actualiza igual que un peso cuya entrada fuese siempre 1. (Ese es
exactamente el papel del bias.)
Receta para un paso de aprendizaje:

@ Forward: calcular z y luego y = o(z).

@ Comparar con el objetivo: (y — y).

© Calcular cada gradiente con la férmula.

Q Actualizar: w; < w; — n - 0E/Ow;.
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Problema 5.1

Continuando con los datos del Problema 4.1 (wy =1, wo =0, b = —1, entrada (1, 0), objetivo
y=1,donde y =0,5y E =0,125), aplica un paso de descenso del gradiente con tasa de
aprendizaje 7 = 1. Calcula los nuevos pesos wj, wj, b’ y verifica que la nueva pérdida es menor.

Recordatorio de las férmulas

9E X 9E .
8W’_f(yfy)~y(1*y)~x,, %—(yfy)'y(lfy),
e w—n9E
w; Wi —n o
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Problema 5.1 — solucién

(y—9)=-05 y(1-y)=0,25.
9E — (~0,5)(0,25)(1) = —0,125,

8E_0
;

Ows

OE _
9E — _0,125.

Nuevos parametros con 1 = 1:
wy = 1,125, wy =0, b’ = —0,875.

Verificacion: z/ = 0,25, y’ ~ 0,5622,
E’ = 0,0958 < 0,125. v

Antes:

X1:l

X2:0

Después:

X1:l

X2:0

E = 0,125
1
N y
|
b=-1
E ~ 0,096
1,125
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Problema 5.2

Continuamos con la neurona tras el primer paso del Problema 5.1: wy = 1,125, w, = 0,
b = —0,875, entrada (1,0), objetivo y = 1. Aplica un segundo paso de descenso del gradiente
con n = 1. Calcula los nuevos pesos y la nueva pérdida.
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Problema 5.2 — solucién

z =025, y ~0,5622, (y — 1) ~ —0,4378,
y(1—y) ~0,2461.

OE 9E

DE ~ 01078, 2~ —0,1078.

Nuevos: wy’ =~ 1,233, wg/ =0, b” ~ —0,767.

2" 2 0,466, y" ~ 0,614, E" ~ 0,0744 < 0,0958. v

Observa: el paso es algo mas pequeiio que el del

Problema 5.1 (—0,1078 vs —0,125). Como y se acerca a

1, y(1 — y) baja: la neurona se va saturando y el
aprendizaje se ralentiza.

Antes:

X1:l

X2:0

Después:

X1:1

X2:0

E ~ 0,096

E ~ 0,074
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i Por qué hace falta mas de una neurona?

Una sola neurona sélo sabe trazar una recta en el plano de entradas. Eso basta para AND y
OR, pero no para problemas como XOR o reconocer digitos manuscritos.

Solucién: conectar varias neuronas en capas. La salida de las neuronas de una capa es la
entrada de la siguiente.

La red mas pequefia que resuelve XOR es una red 2 — 2 — 1: dos entradas, una capa oculta
con dos neuronas y una neurona de salida.
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lared2 -2 —>1

Capa oculta:

hi=o(Wix + Wi + o), i=1.2

Capa de salida: °v°
y= U(Wl‘2)h1 + Wh, + b<2>). ‘ 0
() (=)

Cada arista lleva su propio peso. Cada neurona oculta o de
salida lleva su propio sesgo. En total, esta red tiene bV
442+ 241 =29 parametros entrenables.
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Problema 6.1

Considera la red 2 — 2 — 1 con pesos

W(l) = (_11 _11> 5 b(l) = (8) 5 W(z) = (17 1)7 b(2) = —0,5,

y sigmoide en todas las neuronas. Calcula la salida y ante la entrada (x1,x2) = (1,0).
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Problema 6.1 — solucién

Capa oculta:
2 =1, b =0(1) = 0,731,
ZY = —1, hy = o(—1) ~ 0,269.
Capa de salida:
z® =0,731 40,269 — 0,5 = 0.5,

y =0(0,5) ~ 0,622.

hi + hy = 1 exactamente, gracias a o(—2z) =1 — o(2).

Activaciones tras el forward pass.
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Problema 6.2

Para la misma red del Problema 6.1, calcula la salida y ante la entrada (x1,x2) = (1,1). ;Qué
observas comparando con el resultado del Problema 6.17
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Problema 6.2 — solucién

Capa oculta: z{l) =1-1=0, hy =0(0) =0,5; ‘ @
analogamente hy = 0,5. GA =

Salida: z(® =05+05—05 =05, y ~ 0,622.

Observacion: la salida es /a misma que en el Problema
6.1, pero por motivos distintos: alli las neuronas ocultas
eran asimétricas (una excitada, una inhibida) y aqui son
simétricas (ambas a medias). La red da la misma
respuesta a entradas distintas: estos pesos no distinguen
(1,0) de (1,1).
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Retropropagacion: como aprende la red entera

Con una capa oculta los pesos son mas numerosos. La técnica para calcular todos los
gradientes es la retropropagacion: aplicar la regla de la cadena empezando por la salida y
propagando los errores hacia atras capa a capa.

Idea clave: es exactamente el mismo reparto del error'que vimos en una neurona, sélo que la
influencia local de un peso oculto pasa a través de la cadena de neuronas que vienen después.

Seiial de error en la salida:
8@ =(y—9)-y(1—y).

Gradientes en la salida:
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Retropropagacion a la capa oculta

Sefial de error en la oculta: cada neurona oculta i recibe 62 - W? desde la salida (su

i

"parte"del error global), multiplicado por su derivada local h;(1 — h;):

§M = 6@ W@ . p(1— hy).

Gradientes en la oculta:

aE(l) =5, 85) = 57"
oW ab

Patrén general: en cada capa,

gradiente del peso =

error que llega influencia
a la neurona oca

Aplicable a cualquier nimero de capas.

Odestino X entrada del peso.
—— —_————
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Problema 7.1

Para la red del Problema 6.1 (recuerda: y ~ 0,622, h; ~ 0,731, hy ~ 0,269) con objetivo
9 =1, calcula los gradientes en la capa de salida: la sefial §(2) y las derivadas parciales
OE oW, OE JoWS?, OE Job?.
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Problema 7.1 — solucién

Sefal de error en la salida:

6@ = (0,622 — 1)(0,622)(1 — 0,622) ~ (—0,378)(0,235) ~ —0,0888.

Gradientes:
% = 6@ h; ~ (—0,0888)(0,731) ~ —0,0649,
1

% = 6@ hy &~ (—0,0888)(0,269) ~ —0,0239,
2

D€, =63 ~ —0,0888.

Todos negativos = los tres pesos hay que subirlos para reducir el error. Y el peso conectado a
hy cambia mas que el conectado a hy porque hy > hy: hy "tuvo mas voz.e" la decisién final.
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Problema 7.2

Para la misma red del Problema 7.1, calcula ahora los gradientes en la capa oculta: las sefiales
5&1),(551) y las derivadas parciales 8E/8WI-J(-1), aE/ab§1) para i,j € {1,2}.

Datos: entrada (x1,x2) = (1,0), 6©) ~ —0,0888, W) = (1,1), h; ~ 0,731, hy ~ 0,269.
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Problema 7.2 — solucién

Sefiales: 6 = 6@ W h;(1 — hy), asi que

5 ~ (—0,0888)(1)(0,731)(0,269) ~ —0,0175,

5 ~ (—0,0888)(1)(0,269)(0,731) ~ —0,0175.

(Coinciden por la simetria h1(1 — h1) = hao(1 — hp) ya que hy + hy = 1.)
Conxy =1, x, =0:
_9E_ ~ _0,0175, -2E_—0,

awd awd
9E _ ~ _0.0175 9E _—
owgy T awy)
OE . OE o
o 0,0175, o 0,0175.

Los pesos asociados a xo = 0 no se mueven: con entrada nula no hay manera de saber su efecto.
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. Cuando deja de aprender la red?

El descenso del gradiente itera w <— w — 1 - OE/Ow. La red esta en un estado estable (o punto
fijo) cuando todos los gradientes son nulos: las actualizaciones no cambian nada.

Geométricamente, un estado estable es un punto critico de la pérdida: minimo, maximo o
punto silla. Bien disefiada la red, los puntos a los que llega el descenso son minimos.

En el caso lineal (sin activacién) podemos resolver el estado estable analiticamente. Y
obtenemos algo familiar: la regresién por minimos cuadrados.
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Una neurona lineal

Para una neurona lineal y = wx entrenada sobre datos {(xk, Jx)}~_; con pérdida cuadratica
total

N
E(w) =35> (wxi — 9i)?,
k=1
el estado estable cumple dE/dw = 0:

S w - P =0 = wt = kT
K >k X

Esa férmula es la pendiente de la recta de regresién por minimos cuadrados que pasa por el
origen.
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Problema 8.1

Para una neurona lineal y = wx entrenada con pérdida cuadréatica:

@ Sobre los datos {(1,2), (2,4), (3,6)}, encuentra w* y E(w*).

@ Sobre los datos {(1, 2,1), (2, 3,9), (3, 6,1)}, encuentra w* y E(w™). j Qué interpretacién
tiene w*?
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Problema 8.1 — solucién

Caso (1): Y xZ =14, Y Juxx = 28, asi que w* = 28/14 = 2. Como los puntos estan sobre la
recta y = 2x, E(w*) =0.

Caso (2): Y. x2 =14, > Jkxk = 2,1 +7,8 + 18,3 = 28,2, w* ~ 2,014.
E(w*) ~ 1(0,00735 + 0,01653 + 0,00327) ~ 0,0136.

w* es la pendiente de la regresion por minimos cuadrados a través del origen. La neurona lineal
entrenada por descenso del gradiente esta calculando una regresion.
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Problema 8.2

Considera ahora una neurona afin y = wx + b entrenada con pérdida cuadratica sobre los datos
{(0,1), (1,3), (2,5)}. Encuentra el estado estable (w*, b*) y el valor de la pérdida en ese
punto. jReconoces estos puntos?
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Problema 8.2 — solucién

Las dos ecuaciones de estado estable son
> (Wi + b= Ji)xi =0, > (wxi + b= i) =0.
Con Yoxk =3, > x2=5 3% =9, > Jixk = 13, N = 3, queda el sistema
5w+ 3b =13, 3w+3b=9 < w+b=3.

Restando: 2w = 4, asi que w* =2, b* = 1. Los tres puntos estan sobre y = 2x + 1, asi que
E(w*, b*) = 0. La neurona afin es regresion lineal en su forma completa.
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Lo que habéis hecho

En estos 16 problemas habéis ejecutado el algoritmo entero que entrena cualquier red neuronal
moderna:

© Propagar entradas hacia adelante (problemas 1, 2, 4, 6).

@ Comparar la salida con un objetivo (problema 4).

© Calcular gradientes con la regla de la cadena (problemas 5, 7).

@ Actualizar pesos en sentido contrario al gradiente (problemas 5, 7).

@ lIterar hasta llegar a un estado estable (problema 8).

La diferencia con una red real es la escala: aqui lo hacéis a mano para una neurona o tres; en
una red real hay millones de pesos y miles de millones de pasos. Pero el algoritmo es
exactamente el mismo.

Préxima sesion: laboratorio virtual con red ajustable, nube de puntos y descenso del gradiente
en directo.

53/53



	Una neurona artificial
	Diseñar los pesos: puertas lógicas
	La sigmoide
	Medir el error
	Descenso del gradiente
	Una capa oculta: propagación hacia adelante
	Retropropagación
	Estado estable
	Cierre

